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ÏÐÀÂÈËÀ ÏÐÎÂÅÄÅÍÈß ÝÊÇÀÌÅÍÀ.
1. Ýêçàìåí ïî êóðñó �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà� íà÷èíàåòñÿ â 10:00.

2. Âñå ñòóäåíòû, ïðèøåäøèå íà ýêçàìåí, ïðîõîäÿò ïðåäâàðèòåëüíîå ïèñüìåííîå òåñòèðî-
âàíèå. Ñòóäåíòû, íå ñäàâøèå òåñò, ïîëó÷àþò íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ îöåíêó è íå äîïóñ-
êàþòñÿ äî óñòíîãî îòâåòà.

3. Âàðèàíò òåñòà äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà ñîäåðæèò 10 âîïðîñîâ èç ïðèëàãàþùåãîñÿ ñïèñêà,
âûáðàííûõ èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ êóðñà �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-
êà�. Íàëè÷èå âàðèàíòîâ îòâåòà íà âîïðîñ, êàê ïðàâèëî, íå ïðåäóñìîòðåíî, ñòóäåíò äîëæåí
íàéòè îòâåò ñàìîñòîÿòåëüíî.

4. Òåñò îöåíèâàåòñÿ ïî ñõåìå �çà÷åò�íåçà÷åò�. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îöåíêè íåîá-
õîäèìî äàòü íå ìåíåå 8 ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ èç 10.

5. Âðåìÿ òåñòèðîâàíèÿ 15 ìèí. Â ïðîöåññå òåñòèðîâàíèÿ ïðåïîäàâàòåëè ñòðîæàéøèì îáðà-
çîì êîíòðîëèðóþò îòñóòñòâèå øïàðãàëîê, ó÷åáíûõ ïîñîáèé, êîíñïåêòîâ ëåêöèé è ò.ï.

6. Ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà çà òåñò äàåò ïðàâî ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíóþ îöåíêó çà ýêçà-
ìåí áåç óñòíîãî îòâåòà. Ýòî ïðàâî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñðàçó ïîñëå îáúÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
òåñòèðîâàíèÿ.

7. Ñòóäåíòû, óñïåøíî ñäàâøèå òåñò è æåëàþùèå ïîëó÷èòü õîðîøóþ èëè îòëè÷íóþ îöåí-
êó, ïðîäîëæàþò ñäàâàòü ýêçàìåí â ôîðìå ñîáåñåäîâàíèÿ ñ ïðåïîäàâàòåëåì áåç áèëåòîâ.
Ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò òåñòèðîâàíèÿ íå ãàðàíòèðóåò óäîâëåòâîðèòåëüíîé
îöåíêè çà óñòíûé îòâåò.

8. Â ðÿäå âîïðîñîâ òåñòà çíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ èìåþò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ, ïîýòî-
ìó âîïðîñ ìîæåò íå ñîâïàäàòü â òî÷íîñòè ñ òåì, ÷òî ïðåäñòàâëåí â ñïèñêå. Ñóòü âîïðîñà
ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

9. Ïåðåñäà÷à íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé îöåíêè ïðîõîäèò ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è îñíîâíîé
ýêçàìåí, ò.å. íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåäâàðèòåëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ.

10. Â âîïðîñàõ òåñòà, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ïðèëàãàåìîì ñïèñêå, âîçìîæíû íåçíà÷èòåëüíûå
èçìåíåíèÿ. Ñïèñîê âîïðîñîâ áóäåò îêîí÷àòåëüíî ñôîðìèðîâàí ê 20 ìàÿ.



ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÊÓÐÑÀ.
1. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò.

�� ïîíÿòèå ñîáûòèÿ
�� ïîíÿòèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
�� ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ñîáûòèÿ êàê ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-

òèé
�� îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè (îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, äîïîëíåíèå), ñâîéñòâà îïåðàöèé
�� àëãåáðà è ñèãìà-àëãåáðà ñîáûòèé, ïðèìåðû
�� ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé, ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé

2. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

�� àêñèîìû âåðîÿòíîñòè
�� íåïðåðûâíîñòü âåðîÿòíîñòè
�� ïðèìåðû âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ, êëàññè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòè

3. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

�� óñëîâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
�� ñâîéñòâà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
�� ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
�� ôîðìóëà Áàéåñà

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé

�� áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè), ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ)

�� òåîðåìà Ïóàññîíà, ëîêàëüíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà

5. Öåïè Ìàðêîâà

�� ñâîéñòâà öåïè Ìàðêîâà: êîíå÷íîñòü, îäíîðîäíîñòü, ýðãîäè÷íîñòü
�� ìàòðèöû ïåðåõîäà çà îäèí è n øàãîâ; ñâîéñòâà ìàòðèö ïåðåõîäà
�� äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè (òåîðåìà Ìàðêîâà)

6. Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

�� îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
�� äèñêðåòíûå è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è âåêòîðû
�� ôóíêöèè îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, èõ ðàñïðåäåëåíèÿ
�� óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

7. Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

�� íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé: ïîïàðíàÿ è â ñîâîêóïíîñòè
�� ñâîéñòâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé
�� íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ïîïàðíàÿ è â ñîâîêóïíîñòè



�� ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

8. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, åãî ñâîéñòâà
�� äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñâîéñòâà äèñïåðñèè
�� ìàòðèöà êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, åå ñâîéñòâà
�� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åå ñâîéñòâà
�� òåîðåìû îáðàùåíèÿ è íåïðåðûâíîñòè îáðàùåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (áåç

äîêàçàòåëüñòâà)

9. Íàèëó÷øåå (â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì) îöåíèâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåê-
òîðîâ

�� íàèëó÷øåå ëèíåéíîå îöåíèâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è)

�� óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàê íàèëó÷øàÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì îöåíêà
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

10. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

�� ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ïî âåðîÿòíîñòè, ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ, â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì

�� çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë ×åáûøåâà è Ìàðêîâà
�� öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà

11. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà)

�� îäíîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî õàðàêòåðèñòèêè (ìîìåíòû, õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ)

�� ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
�� ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åãî õàðàêòåðèñòèêè (ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå, ìàòðèöà êîâàðèàöèé) è îñíîâíûå ñâîéñòâà
�� ðàñïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ è ôóíêöèé îò íèõ
�� ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò (Ïèðñîíà), Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà



12. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

�� îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
�� îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà: ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
�� ïðîöåññ Ïóàññîíà: îïðåäåëåíèå, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî, ïðèìåðû ïóàññîíîâ-

ñêèõ ïîòîêîâ ñîáûòèé, ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ ïåðâîãî ñîáûòèÿ
�� ïðîöåññ Âèíåðà: îïðåäåëåíèå, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî, áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,

ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ òî÷êè x

�� ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà, èõ ñâÿçü ñî ñâîéñòâàìè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

13. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

�� íåñìåùåííîñòü, ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè
�� ïðèìåðû òî÷å÷íûõ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè
�� ñâîéñòâà îöåíîê ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè
�� ýôôåêòèâíîñòü, òåîðåìà Êðàìåðà-Ðàî, ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî
�� îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

14. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

�� ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ
�� èíòåðâàëüíûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è èíòåðâàëüíûå îöåíêè äèñïåðñèè

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

15. Çàäà÷è îöåíèâàíèÿ â ëèíåéíîé ìîäåëè èçìåðåíèÿ

�� ëèíåéíàÿ ñõåìà êîñâåííûõ èçìåðåíèé
�� ëèíåéíîå îöåíèâàíèå, ìåòîäû ðåäóêöèè èçìåðåíèé è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
�� òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà
�� ëèíåéíàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ ñ íîðìàëüíûì øóìîì, äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä, èíòåð-

âàëüíûå îöåíêè



ÂÎÏÐÎÑÛ ÒÅÑÒÀ.
1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

1.1 Óïðîñòèòü âûðàæåíèå A ∩B.

1.2 Ïóñòü A è B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà òåõ èñõîäîâ, ïðè êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò ðîâíî îäíî èç ñîáûòèé A è B.

1.3 Ñîâìåñòíû ëè ñîáûòèÿ A è A ∪B?

1.4 Êàêîå ìíîæåñòâî F ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω íàçûâàåòñÿ àë-
ãåáðîé ïîäìíîæåñòâ?

1.5 Êàêèì ïîäìíîæåñòâîì äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü ìíîæåñòâî F =
{
Ω, {1, 2, 3}, {4}} äëÿ òîãî,

÷òîáû îíî ñòàëî àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ Ω = {1, 2, 3, 4}?
1.6 Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ Ω ïîäìíîæåñòâà ∅, Ω ïðèíàäëåæàò ýòîé

àëãåáðå?

1.7 Ïóñòü A,B, C � òðè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþ-
ùåãîñÿ â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé.

1.8 Êàêèì ìíîæåñòâîì äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü ïàðó A,B íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, ÷òîáû ïîëó-
÷èëàñü ïîëíàÿ ãðóïïà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé?

1.9 Ïóñòü F � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω. Êàêîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íàäî íàëîæèòü íà F
äëÿ òîãî, ÷òîáû F ñòàëà ñèãìà-àëãåáðîé?

1.10 Êàêîå ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ ñèãìà-àääèòèâíîñòüþ?

1.11 Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ñîáûòèÿ A è B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P (A ∪B) = P (A) + P (B)?

1.12 Èçâåñòíî, ÷òî íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A âëå÷åò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B. Ïîñòàâèòü çíàê
íåðàâåíñòâà ìåæäó P (A) è P (B).

1.13 Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî P (A \B) = P (A)− P (B)?

1.14 ×òî òàêîå íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé A è B?

1.15 Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è íåñîâìåñòíûìè. Íàéòè min
(
P (A), P (B)

)
.

1.16 Ñëåäóåò ëè èç íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé â ñîâîêóïíîñòè èõ ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü?

1.17 Ñëåäóåò ëè èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé èõ íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè?

1.18 Èçâåñòíî, ÷òî A è B � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ñîáûòèÿ A è B òàêæå íåçà-
âèñèìû?

1.19 Êàê îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ñîáûòèå A, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçî-
øëî ñîáûòèå B.

1.20 Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. ×åìó ðàâíà P (A|B)?

1.21 Íàïèñàòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.



1.22 Íàïèñàòü ôîðìóëó Áàéåñà.

1.23 Ïóñòü âñå óïîìÿíóòûå äàëåå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâóþò. Âñåãäà ëè ïðè ýòîì óñëî-
âèè âåðíî, ÷òî P (A |B) = 1− P (A|B)?

1.24 Ïóñòü P (A) 6= 0, P (B) 6= 0. Ìîæíî ëè ïðè ýòîì óñëîâèè óòâåðæäàòü, ÷òî âñåãäà âåðíî
ñëåäóþùåå: P (A) > P (A|B)?

1.25 Ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè, âåðîÿòíîñòü óñïåõà â åäèíè÷íîì èñïûòà-
íèè ðàâíà p. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî ðîâíî k óñïåõîâ?

1.26 Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü Ck
npkqn−k −→ λk

k!
e−λ?



2. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

2.1 Êàêàÿ ôóíêöèÿ ξ(·), çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé?

2.2 ×òî òàêîå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.3 Ìîãóò ëè äâå ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåòü îäèíàêîâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ?

2.4 Ïóñòü F (·) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âûðàçèòü ÷åðåç F (x)
ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòè: P (ξ = x), P (ξ > x).

2.5 Ïóñòü P (ξ < 0) = P (ξ > 1) = 0. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ F (x), 0 6 x 6 1, ìîæåò áûòü ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ: (À) F (x) = x/2 + 1/2, (Á) F (x) = x2, (Â) F (x) = 1/x, (Ã) íè â îäíîì èç
ñëó÷àåâ À�Â.

2.6 Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä
F (x) = (x2 + 1)/4, P (ξ < 0) = P (ξ > 1) = 0. ×åìó ðàâíû F (0) è F (1)?

2.7 Ïóñòü p(x) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ìîæåò ëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî x0 èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî lim

x→x0

p(x) = +∞?

2.8 Ïóñòü p(x) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×åìó ðàâíà F (x) �
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.9 Ïóñòü p(x), −∞ < x < +∞, åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×åìó ðàâíà P (a < ξ < b)?

2.10 Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è çàäàíû P (ξ = xk) = pk, k = 1, 2, . . . ×åìó
ðàâíî Mξ?

2.11 Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è çàäàíû P (ξ = xk) = pk, k = 1, 2, . . . Ïðè
êàêîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò Mξ?

2.12 Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, p(x) � ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëå-
íèÿ. ×åìó ðàâíî Mξ?

2.13 Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, p(x) � ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ïðè êàêîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò Mξ?

2.14 Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü Mξ è íå ñóùåñòâîâàòü M |ξ|?
2.15 Ìîæåò ëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå èìåòü äèñïåðñèè?

2.16 Ïóñòü ñóùåñòâóþò Mξ1,Mξ2. Ðàâåíñòâî M(ξ1 +ξ2) = Mξ1 +Mξ2 ñïðàâåäëèâî (À) äëÿ âñåõ
òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Á) äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Â) åñëè cov (ξ1, ξ2) =
0, (Ã) âî âñåõ ñëó÷àÿõ À�Â. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ.

2.17 Ïóñòü ñóùåñòâóþò Mξ1,Mξ2. Ðàâåíñòâî M(ξ1ξ2) = Mξ1 · Mξ2 ñïðàâåäëèâî (À) äëÿ âñåõ
òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Á) äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Â) åñëè cov (ξ1, ξ2) =
0, (Ã) âî âñåõ ñëó÷àÿõ À�Â. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ.

2.18 ×òî òàêîå äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.19 Ïóñòü ñóùåñòâóåò Dξ = σ2 < ∞. ×åìó ðàâíà D(2− 3ξ)?



2.20 Ïóñòü ñóùåñòâóþò Dξi, i = 1, 2, 3. Ðàâåíñòâî D(ξ1 + ξ2 + ξ3) = Dξ1 +Dξ2 +Dξ3 ñïðàâåäëèâî
(À) äëÿ âñåõ òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Á) äëÿ íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, (Â) äëÿ íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Ã) åñëè cov (ξi, ξj) = 0, i 6= j,
(Ã) âî âñåõ ñëó÷àÿõ À�Ã. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ.

2.21 ×òî òàêîå êîâàðèàöèÿ (êîýôôèöèåíò êîâàðèàöèè) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2?

2.22 ×òî òàêîå ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2?

2.23 Êàêîé âèä èìååò F (x1, x2, . . . , xn) � ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn � â ñëó÷àå èõ íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè?

2.24 Ïóñòü pξ,η(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η. Êàê íàéòè
ïëîòíîñòü pξ(x) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.25 Ïóñòü p(x) =
1√
8π

· e− (x−1)2

8 � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ Mξ, Dξ, íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëîâ.

2.26 ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé
â èíòåðâàëå (−1, 1)?

2.27 ×òî òàêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.28 Çàïèñàòü íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

2.29 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.30 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.31 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.32 Ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ïðè n →∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn = 1
n

n∑
k=1

ξk â çàêîíå
áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè ξk îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû?

2.33 Êàêîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν = lim
n→∞

n∑

k=1

ξk − µ√
nσ2

, åñëè ξk íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåíû, Mξk = µ, Dξk = σ2?

2.34 Êàêîé òèï ñõîäèìîñòè ïðè n → ∞ ñâîéñòâåíåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n∑

k=1

ξk − µ√
nσ2

, åñëè ξk

íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, Mξk = µ, Dξk = σ2?



3. Öåïè Ìàðêîâà è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.

3.1 Ïóñòü πij � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç i-ãî â j-å ñîñòîÿíèå â êîíå÷íîé îäíîðîäíîé öåïè
Ìàðêîâà çà îäèí øàã. Âûáåðåòå âåðíûå ðàâåíñòâà: (À)

n∑
i=1

πij = 1, (Á)
n∑

j=1

πij = 1.

3.2 Ïóñòü πij � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà k øàãîâ èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â j-å ñîñòîÿíèå â êîíå÷íîé
îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà. Âûáåðåòå âåðíûå ðàâåíñòâà: (À)

n∑
i=1

πi,j = 1, (Á)
n∑

j=1

πi,j = 1.

3.3 ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñòðîêàõ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè
ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà?

3.4 Ïóñòü
(

1/2 a
b 1/5

)
� ìàòðèöà ïåðåõîäà çà îäèí øàã â öåïè Ìàðêîâà. Íàéòè çíà÷åíèÿ

a, b.

3.5 Ìîæåò ëè
(

1/2 1/4
2/3 1/3

)
áûòü ìàòðèöåé ïåðåõîäà â öåïè Ìàðêîâà?

3.6 Êàêèì ðàâåíñòâîì â òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà ñâÿçàíû ìàòðèöà ïåðåõîäà π1 çà îäèí øàã è
ìàòðèöà ïåðåõîäà πk çà k øàãîâ?

3.7 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. ×òî òàêîå äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?

3.8 Ïóñòü ξ(t) = ν + t, ãäå t > 0, ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà
îòðåçêå [0, 1]. ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?

3.9 Ïóñòü ξ(t) = tν, ãäå t > 0, ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ íîðìàëüíî ñ ïàðàìåò-
ðàìè 0, 1 (ïî çàêîíó N (0, 1)). ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?

3.10 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äåéñòâèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. ×òî òàêîå êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?

3.11 Ïóñòü ξ(t) = ξ1(t) + iξ2(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, K(t, s) � åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ.
Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî K(t, s) = K(s, t)?

3.12 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, K(t, s) � åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Âñåãäà ëè âåðíî,
÷òî K(t, t) > 0?

3.13 ×òî òàêîå íåïðåðûâíîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

3.14 ×òî òàêîå äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

3.15 ×òî òàêîå èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ðèìàíó â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

3.16 Êàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè?



4. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

4.1 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2. Íàé-
òè çíà÷åíèÿ êîíñòàíò a è b òàêèõ, ÷òî a(ξ−b) èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1.

4.2 Ïóñòü êîîðäèíàòû ξ1, . . . , ξn ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ∈ Rn íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî
ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó N (0, 1). Êàê ðàñïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(ξ, a), åñëè âåêòîð a èìååò êîîðäèíàòû (1, . . . , 1)?

4.3 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1). Êàêàÿ ôóíêöèÿ îò ξ1, ξ2, . . . , ξn èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2

n (Ïèðñîíà)
ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû?

4.4 Ïîëó÷åíà n-ìåðíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ âèäà p(x) = θe−θx, x > 0 (n
ðåàëèçàöèé íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Êàê âûãëÿäèò
ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííîé âûáîðêè?

4.5 Ïóñòü
(
t1(ξ), t2(ξ)

)
� èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ. ×òî òàêîå óðîâåíü äîâåðèÿ îöåí-

êè?

4.6 Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà µ â íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Êîãäà äëèíà äî-
âåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìåíüøå: êîãäà çíà÷åíèå σ2 = 1 èçâåñòíî àïðèîðè èëè êîãäà èñ-
ïîëüçóåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ σ̂2 = 1 (ïðè ôèêñèðîâàííîé âûáîðêå è ôèêñèðîâàííîì
óðîâíå äîâåðèÿ)?

4.7 Ïî íîðìàëüíîé âûáîðêå îáúåìà n ðàññ÷èòàíû âûáîðî÷íûå ñðåäíåå µ̂ è äèñïåðñèÿ σ̂2 è ïî-
ñòðîåíà èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äëÿ µ ñ óðîâíåì äîâåðèÿ γ. Êîãäà äëèíà èíòåðâàëà áîëüøå:
ïðè n = 100 èëè ïðè n = 200 (ïðè ôèêñèðîâàííûõ µ̂, σ̂2, γ)?

4.8 Ïóñòü ñòàòèñòèêà t(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ). ×òî
òàêîå íåñìåùåííîñòü îöåíêè?

4.9 Ïóñòü ñòàòèñòèêà t(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ). ×òî
òàêîå ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè?

4.10 Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è
íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé. Áóäåò ëè ñòàòèñòèêà s2(ξ) = 1

n−1

n∑
k=1

ξ2
k íåñìåùåííîé îöåíêîé äèñ-

ïåðñèè?

4.11 Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì µ = 1 è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé. Áóäåò ëè ñòàòèñòèêà s2(ξ) = 1

n

n∑
k=1

ξ2
k íåñìå-

ùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äèñïåðñèè?

4.12 Ïóñòü t(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Âåðíî ëè, ÷òî at(ξ) + b �
íåñìåùåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ) = aθ + b?

4.13 Ïóñòü t(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî t2(ξ)
� íåñìåùåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ) = θ2?

4.14 Ïóñòü ξ1, ξ2 �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó N (µ, σ2) ñ
íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. ßâëÿåòñÿ ëè ñòàòèñòèêà t(ξ) =

1

3
ξ2
1 +

2

3
ξ2
2 íåñìåùåííîé îöåí-

êîé σ2?



4.15 Ïóñòü t1(ξ), t2(ξ) � íåñìåùåííûå îöåíêè ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ξ. Âåðíî ëè, ÷òî t1(ξ) = t2(ξ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ξ?

4.16 Ïóñòü t1(ξ) � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà µ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, t2(ξ) �
íåñìåùåííàÿ îöåíêà, íå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ýôôåêòèâíîñòè. Ñðàâíèòü ïî âåëè÷èíå
äèñïåðñèè Dt1(ξ) è Dt2(ξ) ýòèõ îöåíîê?

4.17 Ïóñòü L(x, θ) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Êàêàÿ îöåíêà θ̂(ξ) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ?



Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. èþíÿ 2006 ã.
ÎÁÐÀÇÅÖ ÂÀÐÈÀÍÒÀ.

Ôàìèëèÿ . Ãðóïïà .

1. Èçâåñòíî, ÷òî íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A âëå÷åò íà-
ñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B. Ïîñòàâèòü çíàê íåðàâåíñòâà
ìåæäó P (A) è P (B).

2. Ñëåäóåò ëè èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé èõ
íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè?

3. Ïóñòü P (A) 6= 0, P (B) 6= 0. Ìîæíî ëè ïðè ýòîì
óñëîâèè óòâåðæäàòü, ÷òî âñåãäà âåðíî ñëåäóþùåå:
P (A|B) > P (A)?

4. Ïóñòü F (·) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ. Âûðàçèòü ÷åðåç F (x) ñëåäóþùèå âåðîÿò-
íîñòè: P (2ξ > x).

5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò Dξ = σ2 < ∞. ×åìó ðàâíà D(2−
3ξ)?

6. ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíå ξ?

7. Ïóñòü πij � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà k øàãîâ
èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â j-å ñîñòîÿíèå â êîíå÷íîé îäíî-
ðîäíîé öåïè Ìàðêîâà. Âûáåðåòå âåðíûå ðàâåíñòâà:
(À)

n∑
i=1

πi,j = 1, (Á)
n∑

j=1

πi,j = 1.

8. ×òî òàêîå äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñðåäíåì êâàäðà-
òè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

9. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñè-
ìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
N (0, 1). Êàêàÿ ôóíêöèÿ îò ξ1, ξ2, . . . , ξn èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå χ2

n (Ïèðñîíà) ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû?

10. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
µ = 0 è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé. Áóäåò ëè ñòàòèñòèêà
s2(ξ) = 1

n

n∑
k=1

ξ2
k íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé

äèñïåðñèè?


