
Òåñò ïî êóðñó �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.�
Èþíü 2007 ã.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

1.1 Óïðîñòèòü âûðàæåíèå A ∩B.
1.2 Ïóñòü A è B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà òåõ èñõîäîâ, ïðè êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò à) ðîâíî îäíî; á) õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé A è B.

1.3 Ñîâìåñòíû ëè ñîáûòèÿ A è A ∪B?
1.4 Êàêîå ìíîæåñòâî F ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω íàçûâàåòñÿ

àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ?
1.5 Äîïîëíèòå ìíîæåñòâî F =

{
Ω, {1, 2, 3}, {4}

}
îäíèì ïîäìíîæåñòâîì òàê, ÷òîáû îíî

ñòàëî àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω = {1, 2, 3, 4}?
1.6 Ïóñòü A,B, C � òðè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ. Çàïèñàòü ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì,

÷òî à) ïðîèçîøëè âñå òðè ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííî; á) ïðîèçîøëî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
ñîáûòèé.

1.7 Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè
ïîëíóþ ãðóïïó ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé?

1.8 Ïóñòü à) An ⊂ An+1; á) An ⊃ An+1 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .. ×åìó ðàâåí lim
n→∞An?

1.9 Ïóñòü F � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω. Êàêîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íàäî íàëîæèòü íà
F äëÿ òîãî, ÷òîáû F ñòàëà ñèãìà-àëãåáðîé?

1.10 Êàêîå ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ ñèãìà-àääèòèâíîñòüþ?

1.11 Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ñîáûòèÿ A è B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P (A∪B) = P (A)+P (B)?
1.12 Èçâåñòíî, ÷òî íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A âëå÷åò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B. Ïîñòàâèòü çíàê

íåðàâåíñòâà ìåæäó P (A) è P (B).
1.13 ×òî òàêîå à) ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü; á) íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèé

A1, A2, . . . , An?
1.14 Ïóñòü 0 < P (A), P (B) < 1 è ñîáûòèÿ A,B íåçàâèñèìû. Ìîãóò ëè îíè áûòü íåñîâìåñò-

íû?
1.15 Èçâåñòíî, ÷òî A è B � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ñîáûòèÿ A è B òàêæå

íåçàâèñèìû?
1.16 Êàê îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ñîáûòèå A, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðî-

èçîøëî ñîáûòèå B.

1.17 Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, P (B) 6= 0. ×åìó ðàâíà P (A|B)?
1.18 Íàïèñàòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
1.19 Íàïèñàòü ôîðìóëó Áàéåñà.

1.20 Ïóñòü âñå óïîìÿíóòûå äàëåå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâóþò. Âñåãäà ëè ïðè ýòîì
óñëîâèè âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: P (A |B) = 1− P (A|B)?

1.21 Ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè, p � âåðîÿòíîñòü åäèíè÷íîãî óñïåõà.
×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî à) ðîâíî k óñïåõîâ; á) íå ìåíåå
k óñïåõîâ?

1.22 Ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè, p � âåðîÿòíîñòü åäèíè÷íîãî óñïåõà.
×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî à) ñíà÷àëà áûëî k óñïåõîâ, à ïîòîì n − k íåóäà÷;
á) ïðîèçîøëî ðîâíî k óñïåõîâ, ïðè÷åì äâà ïåðâûõ èñïûòàíèÿ çàêîí÷èëèñü óñïåõàìè?

1.23 Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü Ck
npkqn−k −→ λk

k! e
−λ?
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2. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

2.1 Êàêàÿ ôóíêöèÿ ξ(·), çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, íàçûâàåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé?

2.2 ×òî òàêîå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.3 Ïóñòü Fk � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk, k = 1, 2. Êàêîå èç óòâåð-
æäåíèé âåðíî:
(A) F1(x) ≡ F2(x) âëå÷åò P (ξ1 = ξ2) = 1, (Á) P (ξ1 = ξ2) = 1 âëå÷åò F1(x) ≡ F2(x),
(Â) íåâåðíî íè À, íè Á.

2.4 Ïóñòü F (·) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âûðàçèòü ÷åðåç çíà-
÷åíèÿ F (·) ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòè: P (ξ = x);P (ξ > x)

2.5 Ïóñòü P (ξ < 0) = P (ξ > 1) = 0. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ F (x) ïðè 0 6 x 6 1 ìîæåò
áûòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ:
(A) F (x) = x2, (Á) F (x) = 1− x, (Â) F (x) = 1− e−x, (Ã) íè â îäíîì èç ñëó÷àåâ À,Á,Â).

2.6 Èçâåñòíî, ÷òî P (ξ < 0) = P (ξ > 1) = 0 è ïðè x ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò ñëåäóþùèé âèä: F (x) = (x2 + 1)/4. ×åìó ðàâíû F (0) è
F (1)?

2.7 Êàêèå èç óêàçàííûõ äàëåå ôóíêöèé p(·) ìîãóò áûòü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ (âíå
óêàçàííîãî èíòåðâàëà p(x) = 0):
(À) p(x) = 1/x2, x > 1, (Á) p(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, (Â) p(x) = 3−4x, 0 < x < 1,
ã) íè â îäíîì èç ñëó÷àåâ (À),(Á),(Â).

2.8 Ïóñòü p(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×åìó ðàâíà F (x) � ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ?

2.9 Ïóñòü p(x), −∞ < x < +∞, åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×åìó ðàâíà P (a < ξ < b), P (ξ 6 a)?

2.10 Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è çàäàíî åå ðàñïðåäåëåíèå: P (ξ = xk) =
pk, k = 1, 2, . . . .Ïðè êàêîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò è ÷åìó ðàâíî Mξ?

2.11 Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, p(x) � ïëîòíîñòü åå ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Ïðè êàêîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò è ÷åìó ðàâíî Mξ?

2.12 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà à) äèñêðåòíî; á) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî.
×åìó ðàâíî Meξ?

2.13 Ïóñòü ñóùåñòâóþò Mξ1, . . . , Mξn; Âûáåðèòå âñå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ: ðàâåíñòâî M(ξ1+
· · · + ξn) = Mξ1 + · · · + Mξn èìååò ìåñòî (A) äëÿ ëþáûõ òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
(Á) äëÿ íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Â) åñëè cov (ξi, ξj) = 0 ïðè
i 6= j.

2.14 Ïóñòü ñóùåñòâóþò Mξ1, . . . ,Mξn. Âûáåðèòå âñå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ: ðàâåíñòâî M(ξ1 . . . ξn) =
Mξ1 . . . Mξn èìååò ìåñòî (A) äëÿ íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
(Á) äëÿ íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Â) åñëè cov (ξi, ξj) = 0 ïðè i 6= j.

2.15 ×òî òàêîå äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.16 Ïóñòü ñóùåñòâóåò Dξ = σ2 < ∞. ×åìó ðàâíà D(2− 3ξ)?
2.17 Ïóñòü Dξi ñóùåñòâóþò. Âûáåðèòå âñå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ:ðàâåíñòâî D(ξ1 + · · ·+ξn) =

Dξ1 + · · · + Dξn èìååò ìåñòî (A) äëÿ ëþáûõ òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Á) äëÿ íåçà-
âèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, (Â) åñëè cov (ξi, ξj) = 0 ïðè i 6= j.

2.18 ×òî òàêîå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η2 è êàêèå çíà÷åíèÿ îí
ìîæåò ïðèíèìàòü?

2.19 ×òî òàêîå ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn?

2.20 Ïðè êàêîì óñëîâèè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn à) íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè;
á) ïîïàðíî ?
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2.21 Ïóñòü pξ,η(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η. Êàê
íàéòè ïëîòíîñòü pξ(x) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.22 Ïóñòü p(x) =
1√
8π

· e− (x−1)2

8 � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ Mξ,Dξ, íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëîâ.

2.23 ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íîé â èíòåðâàëå (−1, 1)?

2.24 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà à) äèñêðåòíî; á) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî.
×åìó ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

2.25 Çàïèñàòü íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
2.26 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.27 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.28 ×òî òàêîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.29 Ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn = 1
n

n∑
k=1

ξk ,

åñëè ξk îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, íåçàâèñèìû, Mξk = µ, Dξk = σ2?

2.30 Êàê ðàñïðåäåëåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν = lim
n→∞

n∑

k=1

ξk − µ√
nσ2

, åñëè ξk íåçàâèñèìû â ñî-

âîêóïíîñòè, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, Mξk = µ, Dξk = σ2?

2.31 Êàêîé òèï ñõîäèìîñòè ïðè n → ∞ ñâîéñòâåíåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n∑

k=1

ξk−µ√
nσ2

, åñëè ξk

íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, Mξk = µ, Dξk = σ2?

2.32 Ïóñòü ξ �÷èñëî óñïåõîâ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, p = 1/2 � âåðîÿòíîñòü
óñïåõà. ×åìó ïðèáëèæåííî ðàâíà P (k1 < ξ < k2) ïðè áîëüøèõ n?
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3. Öåïè Ìàðêîâà è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.

3.1 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xs}.
Ïðè êàêîì óñëîâèè ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáðàçóþò öåïü Ìàðêîâà?

3.2 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xs}
è îáðàçóþò êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ π

(k)
ij � âåðîÿòíîñòü

ïåðåõîäà çà k øàãîâ èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â j-îå ñîñòîÿíèå?

3.3 Ïóñòü ξ1, . . . , ξn, . . . îáðàçóþò êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà,
(

1 0
1/2 1/2

)
�

ìàòðèöà ïåðåõîäà çà îäèí øàã, P (ξ1 = 1) = 1/3,P (ξ1 = 2) = 2/3 � íà÷àëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå íà âòîðîì øàãå (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2).

3.4 Íàïèñàòü îáùèé âèä ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè ñîñòî-
ÿíèé êîíå÷íîé îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ñ s ñîñòîÿíèÿìè.

3.5 Ïóñòü
(

1 0
1/3 2/3

)
� ìàòðèöà ïåðåõîäà çà îäèí øàã â êîíå÷íîé îäíîðîäíîé öåïè

Ìàðêîâà. Âîçìîæåí ëè ïåðåõîä çà îäèí øàã èç i-ãî ñîñòîÿíèå â j-îå, åñëè i = 1, j = 2?
3.6 Ïóñòü çàäàíû π(k) ìàòðèöû ïåðåõîäà çà k øàãîâ â êîíå÷íîé îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà

ïðè k = 2, 3. Êàê íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà çà 7 øàãîâ?
3.7 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. ×òî òàêîå äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?
3.8 Ïóñòü ξ(t) = ν + t, ãäå t > 0, ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà

îòðåçêå [0, 1]. ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?
3.9 Ïóñòü ξ(t) = tν, ãäå t > 0, ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ íîðìàëüíî ïî

çàêîíó N (0, 1). ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?
3.10 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äåéñòâèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. ×òî òàêîå êîððå-

ëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?
3.11 Ïóñòü ξ(t) = ξ1(t) + iξ2(t) � êîìïëåêñíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, K(t, s) � åãî êîððåëÿ-

öèîííàÿ ôóíêöèÿ. Âñåãäà ëè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî K(t, s) ≡ K(s, t)?

3.12 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, K(t, s) � åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Âñåãäà ëè
âåðíî, ÷òî K(t, t) > 0?

3.13 Êàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè?

3.14 Ïóñòü ξ(t) � ïðîöåññ Ïóàññîíà, íà÷èíàþùèéñÿ â íóëå. Êàê ðàñïðåäåëåíî ñå÷åíèå ξ(t)
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0?

4



4. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

4.1 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2.
Íàéòè çíà÷åíèÿ êîíñòàíò a è b òàêèõ, ÷òî a(ξ − b) èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1.

4.2 Ïóñòü êîîðäèíàòû ξ1, . . . , ξn ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ∈ Rn íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî
ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó N (0, 1). Êàê ðàñïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(ξ, a), åñëè âåêòîð a èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå êîîðäèíàòû (1, . . . , 1)?

4.3 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1). Êàêàÿ ôóíêöèÿ îò ξ1, ξ2, . . . , ξn èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2

n (Ïèð-
ñîíà) ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû?

4.4 Ïóñòü ξ = 〈ξ1, . . . , ξn〉 � ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íåçàâèñèìûìè ñòàíäàðòíî íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûìè êîîðäèíàòàìè, e ∈ Rn � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ñ åäèíè÷íîé íîðìîé, Πe

� îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà íàïðàâëåíèå, çàäàííîå âåêòîðîì e. Êàê ðàñïðåäåëåíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: (ξ, e); (ξ, e)2; ‖(I −Πe)ξ‖2; ‖Πeξ‖2; (ξ,e)√

n−1‖(I−Πe)ξ‖?

4.5 Ïîëó÷åíà n-ìåðíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x) = θe−θx, x > 0 (n ðå-
àëèçàöèé íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Êàê âûãëÿäèò
ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííîé âûáîðêè?

4.6 Ïóñòü
(
t1(ξ), t2(ξ)

)
� èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ. ×òî òàêîå óðîâåíü äîâåðèÿ

îöåíêè?
4.7 Êîãäà äëèíà èíòåðâàëüíîé îöåíêè µ â íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìåíüøå: êîãäà çíà-

÷åíèå σ2 = 1 èçâåñòíî àïðèîðè èëè êîãäà èñïîëüçóåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ σ̂2 = 1
(ïðè ôèêñèðîâàííûõ âûáîðêå è óðîâíå äîâåðèÿ)?

4.8 Äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè µ, σ2. Êîãäà
äëèíà èíòåðâàëüíîé îöåíêè µ áîëüøå: ïðè n = 100 èëè n = 200 (ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ âûáîðî÷íûõ ñðåäíåãî µ̂ è äèñïåðñèè σ̂2 è óðîâíå äîâåðèÿ γ)?

4.9 Ïóñòü ñòàòèñòèêà t(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ).
×òî òàêîå íåñìåùåííîñòü îöåíêè?

4.10 Ïóñòü ñòàòèñòèêà t(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ).
×òî òàêîå ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè?

4.11 Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé, ξ = 1
n

n∑
k=1

ξk.

Áóäåò ëè s2(ξ) = 1
n

n∑
k=1

(ξk − ξ)2 íåñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåðñèè?

4.12 Ïóñòü t(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Âñåãäà ëè
âåðíî, ÷òî t2(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè θ2?

4.13 Ïóñòü t1(ξ), t2(ξ) � íåñìåùåííûå îöåíêè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåð-
ñèåé. Êàêèå èç óòâåðæäåíèé âåðíû:
(À) t1(ξ) = t2(ξ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ξ, (Á) Pθ

(
t1(ξ) = t2(ξ)

)
= 1, (Â) âåðíû è A, è Á,

(Ã) íåâåðíî íè À, íè Á?
4.14 Ïóñòü t1(ξ) � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

t2(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà, íå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ýôôåêòèâíîñòè. Ñðàâíèòü ïî
âåëè÷èíå äèñïåðñèè Dt1(ξ) è Dt2(ξ) ýòèõ îöåíîê.

4.15 Ïóñòü L(x, θ) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Êàêàÿ îöåíêà θ̂(ξ) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ?
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Терпения перепечатывать формулировки номеров хватило только на первый раздел)
Остальные смотри выше 
Если есть комметарии, пиши на khokholikov@yandex.ru
Основные понятия теории веростностей

1.1.Упростить выражение: A∩B=A∪B=A∪B
1.2.Даны два события A , B . Найти выражение для множества тех исходов, при которых 

происходит:
a) ровно одно: A∖B ∪B ∖A= A∩B∪B∩A (надо ли включать случай, когда 

события несовместны?)
b) хотя бы одно: A∪B

1.3.Совместны ли события A , A∪B ?
A∩ A∪B=A∩ A∩B=A∩A∩B=∅

1.4.Какое множество F  всех подмножеств   называется алгеброй множеств?
a) A ,B∈F⇒A∪B∈F
b) A∈F⇒ A∈F

1.5.Дополните множество F={ , {1,2 ,3} , {4}}  одним подмножеством так, чтобы оно стало 
алгеброй подмножеств пространства ={1,2 ,3 ,4} .
=∅⇒∅

1.6. A , B ,C - произволные события. Записать событие, заключающееся в том, что:
a) Произошли все три события одновременно: A∩B∩C
b) Произошло хотя бы одно из этих событий: A∪B∪C

1.7.Каким условиям должны удовлетворять события A1, A2,... , An , чтобы они образовали 
полную группу попарно несовместных событий?
a) Ai∩A j=∅ , i≠ j

b) ∑
i=1

n

Ai=

1.8.Пусть а) An⊂An1 , б) An⊃An1  для всех n=1,2 ,... . Чему равен lim
n∞

An ?

a) lim
n∞

An=lim
n∞

∪
1

n
An=∪1

∞ An

b) lim
n∞

An=∩1
∞ An

1.9.Пусть F - алгебра подмножеств  . Какое дополнительное условие надо наложить на 
F , чтобы F  стала сигма-алгеброй?

Для всякой последовательности событий A j∈F  A=∪
1

∞ A j∈F , т.е. является событием.
1.10.Какое свойство вероятности называется сигма-аддитивностью?

P ∑k=1

∞

Ak=∑k=1

∞

P A k

1.11.При каком условии на события A , B  имеет место равенство P A∪B=P AP B ?
A∩B=∅

1.12.Известно, что наступление события A  влечет наступление события B  ( A⊂B  ). 
Тогда P A≤P B

1.13.Что такое а) попарная независимость и б) независимость в совокупности событий 



A1, A2,... , An ?
a) ∀ i≠ j P Ai∩A j=P AiP  A j

b) События A1, ... , An  называются независимыми в совокупности, если при любом 
выборе различных событий Ai1

,... , Aik  из данной совокупности выполняется 
равенство P Ai1

∩Ai2
∩...∩Aik=P  Ai1

 P Ai2
... P Ain

1.14.Пусть 0P A , P B1  и события A , B  независимы. Могут ли они быть 
несовместны?
Если A∩B=∅ (события несовместны), то P A∩B=P ∅=0=P AP B , но по 
условию 0P A , P B1 , т.е. ответ НЕТ.

1.15.Известно, что A , B - независимые события. Верно ли, что события A , B  также 
независимы?
P  A∩B=P A∪B=1−P  A∪B=1−P A−P BP  A∩B=
=1−P A−P BP AP B =1−P A−P B1−P A=

=1−P A1−P B=P  A P B
1.16.Как определяется вероятность того, что произойдет A  при условии, что произошло 

B ?

P A∣B= P  A∩B
P B

1.17.Пусть события A , B  являются независимыми, P B≠0 . Чему равна P A∣B ?

P A∣B= P  A∩B
P B

=
P  A P B

P B
=P A

1.18.Написать формулу полной вероятности.

P B=∑
i=1

n

P  Ai⋅P B∣Ai , A1, ... , An  образуют полную группу.

1.19.Написать формулу Байеса

P Ak∣B=
P Ak∩B

P B
=

P B∣Ak ⋅P Ak 

∑
i=1

n

P B∣AiP  Ai

1.20.Пусть все упомянутые далее условные вероятности существую. Всегда ли при этом 
условии верно следующее равенство: P  A∣B=1−P A∣B ?
Да, потому что это свойство условной вероятности.

1.21.Проведено n  независимых испытаний Бернулли.
a) Вероятность того, что произошло ровно k  успехов: pnk =C n

k pk qn−k

b) -”- не менее k  успехов: p=∑
m=k

n

C m
mPmqn−m=pnk  pnk1... pnn

c) -”- менее k  успехов: p= ∑
m=0

m=k−1

Cn
m pmqn−m

d) -”- более k  успехов: p= ∑
m=k1

n

Cn
m pmqn−m

e) -”- не более k  успехов: p=∑
m=0

k

Cn
m pmqn−m

1.22.Проведено n   независимых испытаний Бернулли. Чему равна вероятность того, что



a) сначала было k  успехов, а потом n−k  неудач: p= pk qn−k

b) произошло ровно k  успехов, причем два первых испытания закончились успехами: 
p= p2 Cn−2

k−2 pk−2 qn−2−k2=C n−2
k−2 pk qn−k

1.23.При каких условиях имеет место сходимость Cn
k pk qn− k 

k

k !
a−k ?

Если n∞ , p0 , причем pn==const .
Теория случайных величин

2.1.Случайная величина – однозначная функция = , вещественная и определенная на 
 ? которая ∀∈  ставит в соответствие конечное число X=∈ℝ , так что 
∀ x∈ℝ {: x }∈F , т.е. ∃P : x 

2.2.Функция распределения: F x =P x  , −∞x∞
2.3.Б
2.4. F ⋅  - функция распределения  : 1) P =x =F x0−F x  ,

2) P x =1−P ≤ x=1−F  x0
2.5.А, В
2.6. P 0=p 1=0 , F 0 =0, F 1=1/2
2.7.А

2.8. F x =∫
−∞

x

p  ydy

2.9. P ab=F b−F a=∫
a

b

p xdx , P ≤a =F a=∫
−∞

a

p x dx

2.10. P =xk = pk  M =∑
k=1

∞

xk pk  при условии, что ∃M ∣∣=∑
1

∞

∣xk∣pk∞

2.11. M =∫
−∞

∞

x p x dx  при условии, что M∣∣=∫
−∞

∞

∣x∣ px dx∞

2.12.Дискретно: Me=∑
i=1

∞

ex i pi , если ряд сходится абсолютно

Непрерывно: Me=∫
−∞

∞

ex p x dx , если ряд сходится абсолютно

2.13.А, Б, В
2.14.А
2.15.Дисперсия D=M −M 2 , если ∃M −M 2

2.16. D2−3=9D=92

2.17.Б, т.к. из независимости в совокупности следует попарная независимость

2.18.Коэффициент корреляции rij=
cov  ,
D iD

, ∣rij∣≤1

2.19. F x1, ... , xn=P {1 x1,2 x2,3 x3, ... ,nxn} - совместная функция распределения.
2.20.

a) В совокупности ∀ x1, ... , xn  события {1 x1}... {nxn}  независимы в совокупности, 
т.е. P {1 x1∩...∩n xn}=P 1 x1P 2 x2 ...P n xn  или 
F x1, ... , xn=F 1

x1... Fn
xn

b) Попарно ∀ i≠ j P {i x i∩ j x j}=P i xi P ix i



2.21. P x , y - совместная, px =∫
−∞

∞

p x , ydy - маргинальная

2.22. M =1, D=4

2.23. M =ab
2
=−11

2
=0

2.24.а) дискретно: f t =∑
k=1

∞

e itxk pk , б) непрерывно: f t =∫
−∞

∞

e itx p x dx

2.25. M ≤M 2M 2

2.26.По вероятности: ∀ lim
n∞

P {∣n−∣0}=0

2.27.По распределению: Fn
x  

n∞
Fx   во всех точках, где F x   непрерывна

2.28.Среднеквадратичная сходимость: M  n− 
2 
n∞

0 , если ∃M n−
2

2.29. n=
1
n
⋅∑

k=1

∞

k

2.30.Распределена стандартно нормально Fx = 1
2
∫
−∞

x

e− z2 /2 dz

2.31.Сходимость по распределению N 0,1

2.32. P {k1k 2}= 1
2

∫
k1−np /npq

k2−np /npq
e−x2 /2dx

Цепи Маркова и случайные процессы
3.1.В последовательности n  испытаний вероятность исхода в любом испытании зависит от 

исхода  s−1 -го испытания и не зависит от исходов испытаний с номерами 
 s−2 , s−3 , ...,1 .

3.2. ij
k =ij

k , где ij=P n∣n−1= x in−1
 , ij

k =P km=x j∣m= xi

p ij
n=∑

k=1

N

pik
m pkj

n−m , m - любое целое число от 1 до n−1

3.3. 13 2
3 1 0

1/2 1/2=131
3

01
3=23 1

3 - распределение на 2 шаге

3.4.Независимые состояния:

1=a1 a2 ... as

a1 a2 ... as

... ... ... ...
a1 a2 ... as


3.5.  1 0

1/ 2 2/3  вероятность p ij=p12=0⇒ невозможен

3.6. 7=223=2⋅2⋅3

3.7.Двухмерная функция случайного вектора 〈t 1 ,t 2〉 : 
F t1, x1, t 2, x2=P {t 1x1,t 2 x2}

3.8.Т.к. надо найти математическое ожидание суммы с.в. и константы, то получится 
M t=1/ 2t

3.9.Т.к. надо найти дисперсию произведения с.в. на константу, получится D t=t 2D=t 2



3.10. K  t , s =M  t −M  t  s −M  s 
3.11.Не всегда
3.12.Да, поскольку дисперсия всегда 0 .
3.13. t   называется случайным процессом с независимыми приращениями, если 

∀0≤t 1t 2...t n : t2−t1 , ... ,t n−t n−1  независимы в совокупности.

3.14.
 t0

k

k !
e− t0 - Пуассон

Основы математической статистики

4.1.Из интервального оценивания если k∈N  ,2 , то k
0=
k−
 ∈n0,1⇒a= 1

 , b=

4.2. ∈N 0,1 ; a=1,... ,1

 , a∈N ✶ , ✶
2∣✶=0, ✶

2=12⋅1...12⋅1
n

=n⇒ N 0, n  

4.3. n∈N 0,1  2− распределение имеет 1
2...n

2=2

4.4.  , e∈N 0,1
 , e2∈n

2 - Пирсона

∥ I−e ∥
2∈n−1

2

∥e∥
2∈m

2

 , e

 1
n−1

∥ I− e∥
2
∈T n−1 - Стьюдента

4.5. L x ,= e−x , x0
4.6.Уровень доверия =P t1t2  , ∈
4.7.Когда априорно задана дисперсия

4.8.Ширина интервала: 2 2

n
⇒  при n=100  ширина больше

4.9.Несмещенность оценки: t =∫
−∞

∞

t x L x ,dx=

4.10.Состоятельность оценки: P∣t 1,2,... ,3−∣ n∞0 , т.е. сходится по 
вероятности

4.11.Будет
4.12.Не всегда
4.13.Б
4.14. D эффDнесмещ

4.15.Значение = , при котором функция правдоподобия имеет максимум, называется 
оценкой максимального правдоподобия. Она не обладает несмещенностью, но 
состоятельна.


