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Задача №1. Вариант 7
Найти численно решение уравнения Лапласа 
[image: image1.wmf]0

=

D

u

 для кругового сектора 
[image: image2.wmf]0

ra

££

, 
[image: image3.wmf]2

0

p

j

£

£

 с граничными условиями: 
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]);
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Аналитическое решение данной задачи имеет вид: 
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Для численных расчетов положим 
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Численное решение в среде PDE Toolbox при пакете MatLab.
Среда PDE Toolbox при пакете MatLab 7.0.1 предназначена для численного решения задач математической физики при помощи метода конечных элементов. В частности, эта среда позволяет решать эллиптические уравнения вида

-((c(u) + a u = f,

где a, b и f – произвольные функции, в произвольной двумерной области (, на границе которой можно ставить 

· условие Дирихле вида h u = r (здесь h и r – произвольные функции) 
· обобщенное условие Неймана (n, c ( u) + q u =  g (здесь n – нормаль к границе (, а q и r – произвольные функции)

В нашем случае 
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, на границе области имеем условия
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 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]);
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Результаты представлены на следующих графиках:
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Рис.1 Решение u(r,φ), полученное численным интегрированием
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Рис.2 Точное решение u(r,φ) = 1 + r4cos(4φ)
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Рис.3 Погрешность численного интегрирования uчисл(r,φ) – uтеор(r,φ)
Задача №2. Вариант 2
Используя метод конечных разностей (неявную схему), решить краевую задачу: 
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Аналитическое решение
Граничные условия соответствует задаче для однородного уравнения теплопроводности на отрезке с однородными граничными условиями Дирихле. Согласно [1, §1 гл.5] решение будет представлено в виде разложения по собственным функциям отрезка с граничными условиями Неймана, которые имеют вид
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Поскольку уравнение однородное, решение задачи можно записать в виде
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где
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Следовательно,
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График этой функции имеет вид:
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Рис.4

Численное решение

Метод конечных разностей заключается в замене искомой функции сеточной функцией, определённой на дискретном множестве узлов. При этом дифференциальные соотношения заменяются соответствующими им конечно-разностными соотношениями. 
Для решения нашей задачи введём равномерные сетки:
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Тогда чисто неявная схема разносно-краевой задачи для данного условия будет иметь вид
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где 
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Используем метод прогонки. Для задачи 
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решение ищется в виде 
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После этого решение получается обратной прогонкой:
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Достаточные условия устойчивости полученного решения:
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В нашем случае 
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 и условия устойчивости решения выполнены, поэтому последовательно для всех 
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Данный алгоритм был реализован на языке Matlab. Текст программы представлен ниже:
%Задание 2 (Вариант 2)

%Создание сетки
x=0:0.01:1;    
h=0.01;         %шаг сетки
t=0:0.001:0.1; 
Tau=0.001;     %шаг сетки
% Задаём начальные и граничные условия
U=zeros(101,101);
U(1,:)=0;    %u(0,x)
U(:,2)-U(:,1)=0;           %u(t,0)
U(:,101)-U(:,100)=0;         %u(t,1)
% Задаем коэфф для апроксимац. ур-ия
A=1/(2*h^2);
C=1/Tau + 1/h^2;
for k=1:1:100  %прогонка
    %ПРЯМОЙ ХОД 
    Alfa=zeros(101);
    Beta=zeros(101);
    for i=2:1:100       
        F(i)=U(k,i)*(1/Tau-1/h^2) + A*(U(k,i-1)+U(k,i+1));
        Alfa(i+1)=A./(C-A.*Alfa(i));
        Beta(i+1)=(A.*Beta(i)+F(i))./(C-A.*Alfa(i));
    end;
    %ОБРАТНЫЙ ХОД
    for n=100:-1:2 U(k+1,n)=Alfa(n+1).*U(k+1,n+1)+Beta(n+1); end;
end;
[X,T] = meshgrid(x,t);
Z=U;
mesh(X,T,Z); %график полученного решения
%mesh(X,T,exp(-4.*pi.*pi.*T).*sin(2.*pi.*X));  %график аналитического
%решения
%mesh(X,T,Z-exp(-4.*pi.*pi.*T).*sin(2.*pi.*X)); %график погрешности

Результаты работы программы представлены на следующих графиках:
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Рис.5
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Рис.6 Разность (
[image: image50.wmf]аналит
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Задача №3. Вариант 24

Используя схему бегущего счёта и итерационные методы, решить задачу: 

[image: image51.wmf].
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Численное решение
Введем разностную сетку:
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[image: image53.wmf];
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Перепишем наше уравнение в виде:
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Разностная аппроксимация этого уравнения в точке (xi+hx/2, tj+τ/2) выглядит следующим образом:
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Для начальных и граничных условий имеем:
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Полученную разностную задачу будем решать при помощи схемы бегучего счета. Пусть известно значение сеточной функции для некоторого tj, вычислим значение функции для tj+1. Тогда, учитывая, что y0,j+1 известны из предыдущего выражения, получим при i=0:
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Будем решать это уравнение итерационным методом касательных Ньютона.
Пусть известно некоторое приближение 
[image: image58.wmf])

(

1

ˆ

s

y

 к корню 
[image: image59.wmf]1

ˆ

y

, тогда уравнение примет вид 
[image: image60.wmf]0

)

ˆ

ˆ

(

1

)

(

1

=

D

+

y

y

f

s

, где 
[image: image61.wmf].

ˆ

ˆ

ˆ

)

(

1

1

1

s

y

y

y

-

=

D

 Раскладывая данное уравнение в ряд и линеаризуя его, получим:
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Следовательно,   
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Процесс останавливается при достижении заданной точности 
[image: image64.wmf].
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Последовательно вычисляя 
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 получим значение функции для tj+1.
Программа на языке Matlab, реализующая описанный выше метод, представлена далее:
%Задание 3 (вариант 24)
%Создание сетки
tmax=2;             % время счета
n=100;              % количество узлов по оси х
m=100;              % количество узлов по оси t
h=(-1)/(n-1);       % шаг по оси х  
tau=tmax/(m-1);     % шаг по оси t
eps=0.000001;   % точность метода касательных Ньютона
Y=zeros(n,m);   % Задаём начальные и граничные условия
Y(1,1)=0;
for i=2:n Y(i,1)=sin((pi/2)*((i-1)*h)); end
for j=2:m Y(1,j)=0; end
% Метод бегущего счета
for j=1:(m-1)
    for i=1:(n-1)
        f=(Y(i,j+1)-Y(i,j)+Y(i+1,j+1)-Y(i+1,j))/(2*tau)...
            -(exp(-(Y(i+1,j))^2)- exp(-(Y(i,j))^2)+ exp(-(Y(i+1,j+1))^2)- exp(-(Y(i,j+1))^2))/(2*h);
        df=1/(2*tau)+ 2*(Y(i+1,j+1))*exp(-(Y(i+1,j+1))^2)/h;
        Y(i+1,j+1)=Y(i+1,j+1)-f/df;
        while abs(f/df)>eps
            f=(Y(i,j+1)-Y(i,j)+Y(i+1,j+1)-Y(i+1,j))/(2*tau)...
                -(exp(-(Y(i+1,j))^2)- exp(-(Y(i,j))^2)+ exp(-(Y(i+1,j+1))^2)- exp(-(Y(i,j+1))^2))/(2*h);
        df=1/(2*tau)+ 2*(Y(i+1,j+1))*exp(-(Y(i+1,j+1))^2)/h;
            Y(i+1,j+1)=Y(i+1,j+1)-f/df;
        end
    end
end
i=1:n;
X(i)=(i-1)*h;
j=1:m;
T(j)=(j-1)*tau;
mesh(T,X,Y)
Результаты работы программы представлены на нижеследующих графиках:
[image: image66.jpg]
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Рис.7-8 Графическое представление решения – вид с разных ракурсов
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